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(单点)流速分解

u(t) = ⟨U⟩+u′(t).

•u(t)：瞬时流速；
• ⟨U⟩ = 1

N
N∑

n=1

u(tn)：时均流速；
•u′(t)：脉动流速.

图1:流速分解示意图



问题

limN→∞

1

N
N∑

n=1

u(tn) = µu何时成立 (µu为真实的平均流速)?
• {u(t)}为样本空间S上的随机过程1(stochasticprocess);
• limN→∞

1

N
N∑

n=1

u(tn)为 µu的点估计.

随机过程定义
Astochasticprocessisamathematicalobjectusuallydefinedasasequenceof
randomvariables,wheretheindexofthesequencehastheinterpretationoftime.

1离散时间连续状态的随机过程

https://en.wikipedia.org/wiki/Stochastic_process


(宽)平稳过程 (stationary process)
设X(t); t∈ T是二阶矩过程2,如果
•对任意 t∈ T,µX(t) = E(X(t)) = Constant,记为 µX;
•对任意 t, t+ τ ∈ T,自相关函数RX(t, t+ τ) = E[X(t)X(t+ τ)],只是时间差 τ 的
函数,记为RX(τ),

则 {X(t); t∈ T}为宽平稳过程 (widesensestationaryprocess).

2若随机过程X(t), t∈ T是一个复或实值随机过程，若对任意的 t∈ T，满足E(|X(t)|2) < +∞，
则称随机过程是二阶矩过程.



各态历经过程 (ergodic process)

定义
设 {X(t);−∞ < t< ∞}为平稳过程,令

⟨X(t)⟩ = limT→t
1

2T
∫ T

−T
X(t)dt.

称为过程的时间均值;对于任给的 τ,令

⟨X(t)X(t+ τ)⟩ = limT→∞

1

2T
∫ T

−T
X(t)X(t+ τ)dt. (1)

称为过程的时间相关函数.



各态历经过程 (ergodic process)

定义
设 {X(t);−∞ < t< ∞}为平稳过程.
•若

⟨X(t)⟩ = E[X(t)] = µX.

以概率1成立,则过程的均值具有各态历经性,
•若对于任给的实数 τ,

⟨X(t)X(t+ τ)⟩ = E[X(t)X(t+ τ)] = RX(τ). (2)
以概率1成立,则过程的均值具有各态历经性,

•若X(t)的均值函数和自相关函数都具有各态历经性,则称X(t)是 (宽)各态
历经过程 (ergodicprocess).



各态历经过程 (ergodic process)

一个反例: 平稳随机过程,但不是各态历经过程.
设 {X(t) = Y;−∞ < t< ∞},其中Y为随机变量,P(Y= 1) = P(Y= 0) = 1

2.

图2:猫 (fromIntroductiontoQuantumMechanicsbyDavidJ.Griffiths)

https://dsp.stackexchange.com/questions/1167/what-is-the-distinction-between-ergodic-and-stationary


回答: limN→∞

1

N
N∑

n=1

u(tn) = µu何时成立?

湍流统计分析的假设: Stationarity
湍流为各态历经过程3.
那么 limN→∞

1

N
N∑

n=1

u(tn) = µu成立 (µu为真实的平均流速).

3各态历经过程是平稳过程的一个子集,因此湍流也是平稳过程.



平稳过程的功率谱密度
随机信号 f(t)的平均功率为:

f2(t) = limT→∞

1

2T
∫ T

−T
|f(t)|2dt.

普朗歇尔定理 (Parseval–Plancherel identity)
Itstatesthattheintegralofafunction’ssquaredmodulusisequaltotheintegralof
thesquaredmodulusofitsfrequencyspectrum.∫ ∞

−∞
|f(t)|2 dt= 1

2π

∫ ∞

−∞
|̂f(ω)|2 dω. (3)

此处傅里叶变换对为 f̂(ω) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−itωdt;f(t) = 1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)eitωdω.

https://en.wikipedia.org/wiki/Plancherel_theorem


平稳过程的功率谱密度
考虑随机信号 f(t) ,构造函数 fT(t) :

fT(t) =
{f(t), t∈ (−T,T)
0, otherwise

由式 (1)(2),f(t)时间相关函数R(t)为:
RT(t) = 1

2T
∫ T−t

−T
f(τ)f(t+ τ)dτ

=
1

2T
∫ ∞

−∞
fT(τ)fT(t+ τ)dτ =

1

2TfT(t) ∗ fT(−t) T→∞−−−→ R(t).
功率谱密度S(ω)定义为:(S(ω)为R(t)的傅里叶正变换)

ST(ω) = 1

2T|̂fT(ω) |2 =
1

2T|
∫ ∞

−∞
fT(t)e−jωtdt|2 T→∞−−−→ S(ω). (4)



平稳过程的功率谱密度
平均功率 f2(t)与功率谱密度S(ω)的关系
由功率谱密度的定义 (式 (4))和普朗歇尔定理 (式 (3))知:

f2(t) = 1

2π

∫ ∞

−∞
S(ω)dω.

功率谱密度S(ω)与相关函数R(t)的关系
维纳-辛钦定理 (Wiener-Kinchintheorem):

R(t) F−−−⇀↽−−−
F−1

S(ω).
相关函数R(t)与随机信号 f(t)的关系

R(t) = ⟨f(τ)f(τ + t)⟩ = limT→∞

1

2T
∫ T

−T
f(τ)f(τ + t)dτ = limT→∞

1

2TfT(t) ∗ fT(−t).

https://en.wikipedia.org/wiki/Wiener-Khinchin_theorem


泰勒冻结假定: 时间到空间的转换
Motivation
•通过单点测量的时间序列得到空间两点的互相关函数.

图3:三棱镜分光得到光谱

https://www.britannica.com/technology/prism-optics


泰勒冻结假定: 时间到空间的转换
Definition
Anassumptionthatadvectioncontributedbyturbulentcirculationsthemselvesis
smallandthatthereforetheadvectionofafieldofturbulencepastafixedpointcan
betakentobeentirelyduetothemeanflow.
Itonlyholdsiftherelativeturbulenceintensityissmall;thatis,

u
U≪ 1.

whereUisthemeanvelocityanduistheeddyvelocity.Thenthesubstitutiont= x/U
isagoodapproximation.

R(t) t= xU−−→ R(xU) =
1

2π

∫ ∞

−∞
S(ω)ejω xUdω.



频率谱转换为波数谱
波数k与波长 λ的关系:

k= 2π

λ
.

由前述R( xU)的定义知:
R(xU) =

1

2π

∫ ∞

−∞
S(ω)ejω xUdω =

1

2π

∫ ∞

−∞
US(ω)ejωUxd(ωU)

k= ωU=
1

2π

∫ ∞

−∞
[US(Uk)]ejkxdk

≜ 1

2π

∫ ∞

−∞
S̃(k)ejkxdk.

因此,波数谱 S̃(k) = US(Uk)和空间相关函数R( xU)满足:R( xU)
F−−−⇀↽−−−
F−1

S̃(k).



预乘谱 (premultiplied spectra)
以白噪声为例,功率谱密度为常数S(ω) = S0.

S(ω)∆ω ∼ ωS(ω)∆ log(ω).
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图4:白噪声功率谱
� log(20) log(30) ��

���
���
���
���
���
���
���

ωS(ω)∆log(ω)

log(ω)

ωS(ω)

图5:白噪声预乘谱



Example: correlation in PIV
SeeOpenPIV.

图6:OpenPIVarrow

https://openpiv.readthedocs.io/en/latest/index.html


附录
关于卷积时对y进行zeropadding的原因,见回答.

图7:correlationfuncitoninscipy

https://dsp.stackexchange.com/a/745/65250
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.signal.correlate.html
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